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基于不同广义位移的薄壁箱梁剪力滞效应分析
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摘要:为了分析基于不同广义位移下剪力滞效应的状态,分别选取翼缘板最大剪切转角差和剪力滞产生的附加挠度

作为广义位移,利用能量变分法推导出基于不同广义位移下的箱梁在跨中集中荷载作用下相应的剪力滞系数和应

力。引入ANSYS软件建立箱梁有限元模型,结合典型简支箱梁算例进行分析。研究表明:基于不同广义位移所求

得的简支箱梁各关键点处的应力值和剪力滞系数与ANSYS值吻合良好,并且基于附加挠度所求得的实际应力值与

ANSYS值更为接近;在顶板中点处按选取附加挠度计算的剪力滞系数为0.846,比按选取最大剪切转角差计算的剪

力滞系数0.610增大了38.69%;在底板中点处按选取附加挠度计算的剪力滞系数为0.799,比按选取最大剪切转角

差计算的剪力滞系数0.610增大了30.98%。
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  目前研究箱梁剪力滞效应的方法和文献已有

很多,其中最重要的方法是能量变分法[1-4],利用能

量变分法建立的剪力滞控制微分方程,可直接对简

支箱梁等简单结构的剪力滞效应进行分析。
在能量变分法中,选取合适的剪滞翘曲位移

函数是极其重要的环节。Reissner[5]假设剪滞翘曲

位移函数的形式为二次抛物线。张元海和林丽

霞[6]从剪力滞受力特点出发,推导出了合理翘曲

位移函数的具体表达形式。肖军等[7]通过对剪力

滞控制微分方程通解特点的分析,构造出剪力滞

解析方程。近年来,对剪滞翘曲位移函数的研究

文献已有很多,但尚未得到统一[8-11]。为使轴向平

衡条件得到满足,倪元增和钱寅泉[12]提出了对剪

滞翘曲位移函数进行修正的方法。蔺鹏臻和周

世军[13]从剪力流的分布规律出发,在箱梁各板件

的翘曲位移函数中引入修正系数,并考虑了翘曲

正应力在箱梁横截面上不合成轴力和弯矩。关

于剪力滞翘曲位移函数的修正方式的问题,学者

们的观点也各有差异[14-16]。少数学者将箱梁的

广义位移选取为传统广义位移,即翼缘板剪切转

角最大差[17-18],此广义位移精度高。诸多学者则

选取新型广义位移,即剪力滞效应引起的附加挠

度[19-20],该广义位移物理意义明确,便于工程人

员应用。
本文给出一简支箱梁算例,分别选取两种广义

位移对该算例进行剪力滞效应分析,并利用 AN-
SYS软件建模分析。分别用3种方法计算出箱梁

各关键点处的应力值和剪力滞系数,并绘出对比图

来说明两种广义位移的差异。

1 基于传统广义位移的方法
如图1所示,两腹板间距较大的宽箱梁在纯弯

曲作用下的竖向位移w 和纵向位移u(x,y)的表达

式为

w =w(x) (1)

u(x,y)=hi[w'+(1-y-3)u(x)] (2)
式中:u(x)为最大剪切转角差;hi 为截面形心到上

下板的距离。

y
-
=

y/b, 0≤y≤b
(b+ζb-y)/ζb,b≤y≤b+ζb 

式中:b为1/2腹板净间距或悬臂板宽二者较大者。
梁受到弯曲时的总势能π为

π=∫Mw″dx+12∫EIww″dx+

1
2Is∫E(w″2+32w″u'+914u'

2+9Gu
2

5b2  dx(3)
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b为1/2腹板净间距;ζb为悬臂板宽;tw为腹板厚度;

h为箱梁高度;B为箱梁宽度;ha为截面形心到顶板

的距离;hb为截面形心到底板的距离

图1 箱形梁截面尺寸及应力分布情况

式中:M 为弯矩;G 为剪切模量;E 为弹性模量;Is
为上、下翼缘板对中性轴的惯性矩之和,Is=2t0bh20+
2ζbt0h20+2tubh2

u,t0为上翼缘板厚,tu为下翼缘板厚,

h0 为顶板中心到中性轴的距离,hu 为底板中心到中

性轴的距离;I=Is+Iw,为总惯性矩。
令δπ=0,可得

u″-k2u=7nQ
(x)

6EI
(4)

w(4)-k2w″=kM(x)
EI -nM″

EI
(5)

式中:n、k 为 Reissner参数,n = 1

1-78
Is
I

,k =

1
b

14Gn
5E

;EI为抗弯刚度。

如图2所示,简支箱梁跨内任意位置作用集中

荷载,则梁受到的弯矩和剪力为

P 为集中荷载;l为箱梁长度

图2 简支梁受集中力

M1(x)=ξPx
Q1(x)=ξP ,0≤x≤a (6)

M2(x)= (a-ηx)P
Q2(x)=-ηP ,a<x≤l (7)

式中:ξ= b
l
;η= a

l
;M1、Q1 为第1段的弯矩和剪

力;M2、Q2 为第2段的弯矩和剪力。
由式(4)可知:
当0≤x≤a时

u″1-k2u1 =7nξP6EI
(8)

u1 =7nP6EI
C1shkx+C2chkx-ξ

k2  (9)

当a<x≤l时

u″2-k2u2 =-7nηP6EI
(10)

u2 =7nP6EI
C3shkx+C4chkx+η

k2  (11)

式中:C1、C2、C3、C4为系数。
边界条件为

u'1|x=0 =0,u'2|x=l =0 (12)
由在x=a点处的变分连续条件可知:

u1 =u2 (13)

u'1-7nM1

6EI  a
= u'2-7nM2

6EI  a
(14)

由以上边界条件从而求得4个系数C1、C2、C3
和C4,最终可以得到:

u1 = 7nP
6EIk2

shk(l-a)
shkl chkx-ξ  (15)

u2 = 7nP
6EIk2

[shkashkx-shkachklchkx+η]

(16)

当跨中作用集中荷载时,ξ=η=12
,则梁的弯

曲正应力为

σx =±hi

I
M x  -7nP12k 1-y

-3-3Is4I  shkx
chkl2

􀭠

􀭡

􀪁
􀪁
􀪁

􀭤

􀭥

􀪁
􀪁
􀪁

(17)
由此可知,跨中截面的剪力滞系数λ为

λ=1-7n3kl1-y
-3-3Is4I  thkl2 (18)

附加挠曲Mf为

Mf=7IsnP16Ik
shkx
chkl2

(19)

最终可得挠曲方程为

w = P
EI

l3
48+7nIs

16Ik2
l
2-1kth

kl
2    (20)

2 基于新型广义位移的方法
图3为竖向分布荷载p(z)作用下的受力简图。

横截面上任一位置的纵向翘曲位移uw(x,y,z)为
uw(x,y,z)=-w(x,y)f'(z) (21)

式中:f(z)为附加挠度;-f'(z)为附加挠曲转角;

w(x,y)为广义翘曲位移函数,即

w(x,y)=y-ηwξ(x,y) (22)
式中:η为修正系数;wξ(x,y)为翘曲位移函数。

本文选取如下形式的翘曲位移函数:
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b1为1/2顶板宽度;b2为1/2底板宽度;

b3为悬臂板宽度;h为箱梁高度;ys为截面

形心到顶板的距离;yx为截面形心到底板的距离

图3 箱梁截面简图

wξ =

-ys 1- x
b1  

2

  +d (顶板)

-ys 1-
(b1+b2-x)2

b23  b3
b1  

2

+d (悬臂板)

yx 1- x
b2  

2

  b2
b1  

2 yx
ys  +d (底板)

d (腹板)

􀮠

􀮢

􀮡

􀪁
􀪁
􀪁
􀪁􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁

(23)
式中:d是为了使箱梁横截面上的正应力满足轴向

平衡条件。

d=2ys3A At+Ac
b3
b1  

2

-Ab
b2
b1  

2 yx
ys  

2

  
(24)

式中:A 为总截面积;At、Ac、Ab 分别为顶、底、悬臂

板截面积。
横截面上任一位置的广义力矩Mw 定义为

Mw =∫A
σwωdA =-∫A

Ew2f″dA =-EIwf″

(25)

式中:Iw =∫A
w2dA,Iw 为广义翘曲惯性矩。

则剪力滞翘曲应力σw 的表达式为

σw = Mw

Iw
w (26)

箱梁截面任一点处的剪力滞系数λ可表达为

λ=
􀭰σ
σ0 =σ0+σw

σ0 =1+wMwIx

yMxIw
(27)

式中:Ix =∫A
y2dA;σ0 为初等梁应力;􀭰σ为总应力。

箱梁总势能的一阶变分为

δπ=∫
l

0
(EIxw‴-p)δwdz+EIxw″δw'|l

0+

∫
l

0
(EIwf‴-η2GAζf″-p)δfdz-EIxw‴δw|l

0+

EIwf″δf'|l
0+(η2GAζf'-EIwf‴)δf|l

0 (28)
式中:Aζ 为剪力滞翘曲面积。

令δπ=0,则剪力滞的控制微分方程可以改

写为

f‴-k2f″= p
EIw

(29)

式中:k可称为Reissner参数,即

k=η
GAζ

EIw
(30)

式(29)的通解为

f=C1+C2z+C3shkz+C4chkz (31)
将各积分常数用4个初参数f0、f'0、Mω0、Qω0 表

示后得到:

f=f0+f'0shkzk + Mw0

k2EIw
(1-chkz)+

Qw0

k3EIw
(kz-shkz) (32)

f'=f'0chkz- Mw0

EIwk
shkz+ Qw0

EIwk2
(1-chkz)

(33)

Mw =-f'0kEIshkz+Mw0chkz+Qw0
shkz
k
(34)

Qw =Qw0 (35)
如图4所示,当箱梁跨中作用集中荷载时,

式(32)~式(35)需要增加额外的荷载项,则

f=f0+f'0shkzk + Mwo

EIwk2
(1-chkz)+

Qwo

EIwk3
(kz-shkz)- l

2

P
k3EIw

[k(z-r)-

shk(z-r)] (36)

式中:r=l/2; l
2

表示当z>l/2时此项才可计入。

图4 两端简支箱梁示意图

对于简支梁,已知初参数f0=0,Mw0=0,则
式(36)变为

f=f'0shkzk + Qw0

k3EIw
(kz-shkz)-

l
2

P
k3EIw

[k(z-r)-shk(z-r)] (37)

则式(37)中的初参数f'0和Qw0可由右端边界条
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件确定(即z=l时,f=f″=0),最后可得简支梁

左半跨的附加挠度、广义力矩及剪力滞系数的表达

式如下:

f= P
k3EIw

-shkr
shklshkz-kr

klkz+kr+shk(z-r)  
(38)

式中:z≤l/2。

Mw =-P
k

-shkr
shklshkz+shk(z-r)  (39)

λ=1+2wIx

yIwPz -P
k

-shkr
shklshkz+shk(z-r)    

(40)

σ= M
Ix

y+Mw

Iw
ω (41)

式中:σ为箱梁截面任一点处的应力。

3 算例分析
如图5所示,选取计算跨度为40m的箱梁,采

用C40混凝土,跨中作用一集中荷载P=500kN。
首先 利 用 ANSYS 软 件 建 模,模 型 共 划 分

32153个节点、32000个单元。为了减小应力集中

影响,故将荷载施加在两腹板节点处,分析得到相

应点的总应力以及剪力滞系数。
利用基于传统广义位移的方法和基于新型广

义位移的方法分别计算出各关键点处的总应力,将

3种方法求得的总应力做对比进行分析,结果见

表1。各个关键点的编号如图5所示。
表1为 传 统 分 析 方 法、新 型 分 析 方 法 以 及

图5 箱梁模型

表1 简支箱梁算例的应力比较

关键点
应力/kPa

传统方法值 新型方法值 ANSYS值

1 -637.82 -974.79 -873.41

2 -1516.51 -1171.36 -1013.84

3 -636.10 -966.32 -862.20

4 778.21 1150.87 1130.00

5 1850.33 1443.56 1399.30

ANSYS在各个关键点处的应力比较。由表1可以

看出,传统分析方法以及新型分析方法解出的各个

关键点处的总应力值与 ANSYS值吻合良好,并且

新型分析方法求得的实际应力值与ANSYS值更为

接近,分析规律基本上一致,从而说明了本文两种

分析方法的正确性。
表2示出了传统分析方法、新型分析方法以及

ANSYS软件在各个关键点处剪力滞系数的对比,
由表2可以看出,两种分析方法的剪力滞系数值与

ANSYS值分别吻合良好,并且分析规律基本一致,
从而说明了本文方法的正确性。

图6(a)显示了箱梁的剪力滞系数在上翼板处

分别按传统分析方法和按新型分析方法计算值的

对比,可以看出,按传统分析方法和按新型分析方

法计算的剪力滞系数沿横向分布的曲线都呈先上

升后下降趋势。图6(a)的零点位置在顶板中点,在
顶板中点处按新型分析方法计算的剪力滞系数为

0.846,比按传统分析方法计算的剪力滞系数0.610
增大了38.69%。在顶板与腹板的交点处按新型分

析方法计算的剪力滞系数为1.137,比按传统分析

方法计算的剪力滞系数1.450减小了27.53%。在

悬臂板端处按新型分析方法计算的剪力滞系数为

0.833,比按传统分析方法计算的剪力滞系数0.608
增大了37.01%。

图6(b)显示了箱梁的剪力滞系数在底板处分

别按传统分析方法和按新型分析方法计算值的对

比,可以看出,按传统分析方法和按新型分析方法

计算的剪力滞系数沿横向分布的曲线均呈缓慢上

升趋势。图6(b)的零点位置在底板中点,在底板

中点 处 按 新 型 分 析 方 法 计 算 的 剪 力 滞 系 数 为

0.799,比 按 传 统 分 析 方 法 计 算 的 剪 力 滞 系 数

0.610增大了30.98%。在底板与腹板交点处按

新型分析方法计算的剪力滞系数为1.154,比按传

统分 析 方 法 计 算 的 剪 力 滞 系 数 1.450 减 小

了25.65%。

表2 两种分析方法剪力滞系数对比

横向位置 关键点
传统分析

方法

新型分析

方法
ANSYS解

上翼板

1 0.610 0.846 0.644

2 1.450 1.137 1.615

3 0.608 0.833 0.728

底板
4 0.610 0.799 0.784

5 1.450 1.154 1.096

723

               段燕娥等:基于不同广义位移的薄壁箱梁剪力滞效应分析 



图6 两种分析方法所求剪力滞系数的对比

4 结论
(1)基于两种不同的广义位移,即翼缘板最大

剪切转角差和附加挠度,运用能量变分法分别建立

剪力滞效应分析理论,推导出箱梁基于不同广义位

移下的剪力滞系数和应力,由算例分析可得到,两
种分析方法解出的各个关键点处的总应力值与

ANSYS值吻合良好,从而说明了本文方法的正确

性,并且新型分析方法求得的实际应力值与ANSYS
值更为接近,分析规律基本上一致,从而说明了本

文两种分析方法的正确性。
(2)在上翼板处,两种分析方法计算的剪力滞

系数沿横向分布的曲线都呈先上升后下降趋势。
在顶板中点处按新型分析方法计算的剪力滞系数

为0.846,比按传统分析方法计算的剪力滞系数

0.610增大了38.69%。
(3)在底板处,两种分析方法计算的剪力滞系

数沿横向分布的曲线均呈缓慢上升趋势。在底板

中点 处 按 新 型 分 析 方 法 计 算 的 剪 力 滞 系 数 为

0.799,比按传统分析方法计算的剪力滞系数0.610
增大了30.98%。
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AnalysisofShearLagEffectinThin-walledBoxBeamsBasedon
DifferentGeneralizedDisplacements

DUANYan’e1,CHENChao1,WANGFangxu2
(1.DepartmentofSurveying,MappingandGeographicInformation,GansuVocationalCollegeofArchitecture,Lanzhou730050,China;

2.SchoolofCivilEngineering,LanzhouJiaotongUniversity,Lanzhou730070,China)

Abstract:Inordertoanalyzethestateofshearlageffectunderdifferentgeneralizeddisplacements,themaximumshearangledifferenceofthe
flangeplateandtheadditionaldeflectiongeneratedbyshearlagwereselectedasthegeneralizeddisplacements.Theenergyvariationalmethod
wasusedtoderivethecorrespondingshearlagcoefficientsandstressesoftheboxbeamunderconcentratedloadatthemidspanbasedon
differentgeneralizeddisplacements.ANSYSsoftwarewasintroducedtoestablishthefiniteelementmodeloftheboxbeam.Theanalysisof
typicalsimplysupportedboxgirderexamplesshowsthatthestressvaluesandshearlagcoefficientsatkeypointsofthesimplysupportedbox
girderobtainedbasedondifferentgeneralizeddisplacementsareingoodagreementwithANSYSvalues,andtheactualstressvaluesobtained
basedonadditionaldeflectionsareclosertoANSYSvalues.Theshearlagcoefficientcalculatedbyselectingadditionaldeflectionatthemidpoint
ofthetopplateis0.846,whichis38.69%higherthantheshearlagcoefficientcalculatedbyselectingthemaximumshearangledifferenceof
0.610.Theshearlagcoefficientcalculatedbyselectingadditionaldeflectionatthemidpointofthebottomplateis0.799,whichis30.98%
higherthantheshearlagcoefficientcalculatedbyselectingthemaximumshearangledifferenceof0.610.

Keywords:thin-walledboxgirder;generalizeddisplacement;energyvariationalmethod;shearlageffect;finiteelementanalysis
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