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摘要:为研究简支薄壁箱梁横截面参数对扭转应力的影响,以单室箱梁为例,推导出扭转中心、广义主扇性坐标及主

扇性静矩等扭转几何特性的实用计算公式。用解析法和ANSYS实体单元计算简支箱梁算例的翘曲正应力和剪应

力,并研究悬臂板宽度和箱室高度变化对广义扇性静矩、二次剪应力及剪应力系数的影响规律。结果表明:按本文

方法计算翘曲应力与ANSYS模拟结果吻合较好;悬臂板宽度和底板宽度比值为0.3时,能充分发挥腹板承受剪力

的作用;随着悬臂板宽度与顶板宽度的比值和箱室高宽比的增大,顶、底板中点处的广义扇性静矩呈现出完全不同

的变化规律。
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  箱形梁由于良好的受力性能而广泛应用于现

代各种桥梁中[1-3]。但薄壁箱梁在实际工程中往往

会受到约束扭转[4],产生不容忽视的二次剪应力[5]

和畸变效应[6-8]。
近年来,中国学者对箱梁扭转应力进行了充

分的研究。马俊军和蔺鹏臻[9]通过双线箱梁设计

参数对扭转效应进行的阐述,表明总体双线铁路

箱梁约束扭转效应随高跨比的增高而增大。陈淮

和曾庆元[10]通过在底板中点虚开切口的方式将箱

梁扭转时所受到的剪力流分为开口剪力流和切口

上的附加剪力流,为箱梁扭转应力分析提供了简

便计算方式。胡玉茹等[11]通过对斜腹板箱梁的

研究表明扭转中心受斜腹板倾角的影响。杨丙

文等[12]通过对波形钢腹板受力特征进行分析,推
导出波形钢腹板扭转微分方程,并采用初参数解

求得扭转正应力和约束扭转剪应力。项海帆[13]、
郭金琼等[14]对扭转剪应力进行了研究,结果表明

薄壁箱梁在受到约束扭转时,二次剪应力占比较

大,不容忽视。周凌远等[15]采用编程的方法计算

出箱梁截面的几何特性,且利用 ANSYS有限元

软件证明该方法适用于分析箱梁扭转时截面应

力的计算,为后续学者对于箱梁扭转时应力研究

提供了参考。
尽管研究人员对于箱梁扭转效应研究已较为

全面,但是鲜有人通过解析法对顶板和悬臂板不同

时箱梁扭转中心、广义主扇性坐标及主扇性静矩等

扭转几何特性的实用计算公式进行深入研究。为

研究薄壁箱梁在约束扭转作用下二次剪应力与总

剪应力的分布情况,本文引入剪应力系数来反应箱

梁截面尺寸对扭转效应的影响,选用顶板和悬臂板

厚度不同的单室箱形截面,推导出扭转中心、广义

主扇性坐标及主扇性静矩等扭转几何特性的实用

计算公式,最后结合数值算例,分析集中扭矩荷载

作用下简支薄壁箱梁约束扭转的应力分布及参数

影响规律。

1 集中扭矩荷载引起的广义内力及应力解

析法计算

确定薄壁箱梁约束扭转效应时应先确定扭转

角θ的方程[15]。箱梁任意截面的扭转角θ(z)、广义

翘曲位移β'(z)、双力矩B(z)及总扭矩 Mz(z)的表
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达式为

θ(z)=θ0+μ
kβ'0sh(kz)+

B0

GId
[1-ch(kz)]+

M0

kGId
[kz-μsh(kz)] (1)

β'(z)=β'0ch(kz)-
kB0

μGId
sh(kz)+

M0

GId
[1-ch(kz)] (2)

B(z)=B0ch(kz)-GIdβ'0μksh
(kz)+

μ
kM0sh(kz) (3)

Mz(z)=M0 (4)
式中:θ0、B0、β'0、M0分别为梁体左端的扭转角、双力

矩、广义翘曲位移以及总扭矩;μ为截面受约束程度

的系数;Id为抗扭惯性矩;G 为剪切模量;k为约束

扭转特性系数。
图1为跨度l,跨中承受扭矩 Mk的简支薄壁箱

梁受力简图,根据梁端边界条件可得梁端4个参数

为θ0 = B0 = 0,M0 =
Mk

2
,β'0= Mk

2GId 1 -

1
ch(kl/2) 。

从而可求得简支箱梁上任意一个截面的广义

内力和位移:

θ(z)= Mk

2kGId
kz-μ

shkz
ch(kl/2) -

l/2
2kz-l

2  -μshkz-l
2     (5)

B(z)= μ
kMk

shkz
2ch(kl/2)- l/2

shkz-l
2    

(6)

Ms(z)= Mk

2
1- μchkz
ch(kl/2)  -

l/2
Mk 1-μchkz-l

2    (7)

Mω(z)= μ
2Mk

chkz
ch(kl/2)- l/2μMkchkz-l

2  
(8)

Mz(z)= Mk

2 -
l/2

Mk (9)

图1 简支箱梁

式中:Ms(z)为自由扭转扭矩;Mω(z)为二次扭矩。
当Mk作用于z =z1截面处时,各广义内力计

算式如下。
当z≤z1 时:

B(z)=μMk

k
shkz2
shklshkz

(10)

Mω(z)=μMk
shkz2
shklchkz

(11)

Ms(z)=z1
lMk-μMk

shkz2
shklchkz

(12)

Mz(z)=z2
lMk (13)

当z>z1时:

B(z)=μMk

k
shkz2
shklshkz-shk(z-z1)  (14)

Mω(z)=μMk
shkz2
shklchkz-chk(z-z1)  

(15)

Ms(z)=μMk
shkz2
shklchkz-chk(z-z1)  -z1

lMk

(16)

Mz(z)=-z1
lMk (17)

式中:z2=l-z1。
当截面双力矩确定后,翘曲正应力σω 为

σω = B
Iω

ω- (18)

式中:ω- 为广义主扇性坐标;Iω 为广义主扇性惯

性矩。

二次剪流q-ω 为

q-ω =-Mω

Iω
S
-

ω- (19)

式中:Sω- 为扇性静矩;S
-
ω- 为广义扇性静矩,Sω- 可由

下式计算:

S
-

􀅼 =S􀅼 -∮S
-

􀅼

tds
/∮dst。

式中:t为壁厚;s为确定截面上各点位置的曲线

坐标。

由式(19)可得二次剪应力τ-ω 为

τ-ω =-Mω

Iωt
S
-

ω- (20)

引入剪应力系数ξ来表明二次剪应力对总剪应

力的影响程度,可令

ξ= τ
τs

(21)
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式中:τ为总剪应力;τs 为自由扭转剪应力。

2 主扇性几何特性计算公式
为了计算箱梁截面的几何特性,以图2为研究

对象,以x、y为形心轴,O 为坐标原点,扭心为S;B
点为辅助极点,底板宽度为a,上翼缘板宽度为b,悬
臂板宽度为c;底板厚度为ta,顶板厚度为tb,悬臂

板厚度为tc,腹板厚度为th;箱室高度为h,扭心到

顶板的距离为d,为了计算方便,以左侧悬臂端为

1点,悬臂段和腹板的交接点为2点,腹板和底板的

交接点为3点。上述参数如图2所示。
为了简化计算,将辅助极点B 和扇性坐标起点

s选在顶板中点。关键点1、2、3的辅助扇性坐标

ω-B 为

ω-B =∫
s

0
ρB(s)ds-δ∫

s

0

ds
t

(22)

式中:ρB(s)为B 点到截面周线上任意一点处切线

的垂直距离;δ=Ω/∮dst =2ah/Ψ,Ψ = a
ta+a

tb+

2h
th
,Ω 为壁厚中心线所围成面积的两倍。

ω-B1 =ω-B2 =- a
2tb

δ;

ω-B3 =ah
2- a

2tb+
h
th  δ。

则

d=- a3hta+3a2h2th-λδ
a3(ta+tb)+2c3tc+6ctc(a+c)2+6a2hth

(23)

式中:λ=6ah2 +3ac(a+b)tctb +a3 1+ta
tb  +

2a2h ta
th +3thtb  。
则1、2、3处的主扇性坐标如下:

ω-1 =bd
2- a

2tb
δ (24)

ω-2 =ad
2 - a

2tb
δ (25)

图2 箱梁横截面

ω-3 = a
2
(h+d)- a

2tb+
h
th  δ (26)

主扇性坐标计算结果如图3所示,为了便于表

示,计算结果特征点分别用a'~g'标注。
则特征点处的扇性静矩为

Sω-(a')=Sω-(g')=0;

Sω-(f')=-14ataω
-
3;

Sω-(e')=-
1
4ata+

1
2

ω-3
ω-3-ω-2

hth  ω-3;
Sω-(c')下 =-12hthω

-
2-14

(ata+2hth)ω-3;

Sω-(c')左 =-14
(b-a)tc(ω

-
1+ω-2);

Sω-(b')= 14
(b-a)tc ω-21

ω-2-ω-1
;

Sω-(c')右 =-14
(b-a)tcω

-
1-14

[(b-a)tc+

2hth]ω
-
2-14

(ata+2hth)ω
-
3;

Sω-(d')=-14
(b-a)tcω

-
1-14

[(b-a)tc+

atb+2hth]ω
-
2-14

(ata+2hth)ω
-
3。

为了计算∮S􀅼

tds
,由于截面的对称性,可取一

半进行研究分析。
顶板:

∫Sω-

tds=-18a
(b-a)ω-1-124a

(3b-

a+6hth
tb
)ω-2-18aata

tb +2hth
tb  ω-3 (27)

底板:

∫Sω-

tds=-124a
2ω-3 (28)

左腹板:

∫
h

0

Sω-

tds=-16h
2ω-2-112h3a

ta
th +4h  ω-3

(29)

图3 主扇性坐标

133

               张利强等:集中扭矩荷载作用下简支薄壁单室箱梁的约束扭转应力 



故:∮S􀅼

tds=η1􀅼1+η2􀅼2+η3􀅼3 (30)

式中:

η1 =-14a
(b-a);

η2 =-112a3b-a+6hth
tb  +4h2  ;

η3=-112a2+3aata
tb +2hthtb  +2h3ata

th +4h    。
因此

∮S􀅼

tds
/∮dst = 1Ψ

(η1􀅼1+η2􀅼2+η3􀅼3) (31)

从而可得广义扇性静矩S
-

ω- 为

S
-

ω- =Sω-1Ψ
(η1ω

-
1+η2ω

-
2+η3ω

-
3) (32)

3 数值算例及参数分析

3.1 算例

选取某简支箱梁算例,简支箱梁横截面尺寸如

图4所示。由式(6)~式(8)求得B=241.4kN·

m2,Ms=371.0kN·m,Mω=159.0kN·m;由

式(15)求得d=1.2513m;可得ω-1 =1.6277m2,

ω-2 =-1.3754m2,ω
-
3 =0.7513m2。

按照本文计算方法,可求特征点处的Sω- 和S
-

ω- ,
其具体数值见表1。

经计算,简支箱梁跨中截面顶板中点的剪应力

为84.62kPa,底板中点剪应力为54.76kPa,腹板

处最大剪应力为62.05kPa。

图4 简支箱梁横截面尺寸

表1 特征点处扇性静矩和广义扇性静矩

特征点 a' b' c'左 c'下 c'右

Sω-/m4 0 -0.2329 -0.0666 -0.1016-0.1682

S
-
ω-/m4 0 -0.2329 -0.0666 -0.0135-0.0801

特征点 d' e' f' g'

Sω-/m4 0.1873 -0.3845 -0.3001 0

S
-
ω-/m4 0.2754 -0.2964 -0.2120 0.0881

  为了检验本文方法关于简支箱梁桥截面特性

公式的正确性,使得模拟结果更加接近实际受力情

况,以ANSYS中Solid45实体单元建模,如图5所

示。本次建模将实体单元划分为11176个单元,

16938个节点,其中横隔板单元纵向为0.25m,其
他单 元 为0.395 m,对 于 支 座 约 束 情 况,在(0,

-2.4,-2.35)节点处约束 X、Y、Z 方向位移,在
(0,-2.4,2.35)节点处约束 X 和Y 方向位移,在
(40,-2.4,-2.35)节点处约束Y 和Z 方向位移,
在(40,-2.4,2.35)节点处约束Y 方向位移。

施加荷载时将扭转荷载均匀施加在实体单元

节点上,如图5所示。
截面翘曲正应力分布如图6所示,由于荷载的

对称性,计算结果也成对称性,故只标注一半。
为了对比翘曲应力ANSYS模拟结果与本文计

算结果的相对误差,选取关键点进行比较,具体数

值和对比结果见表2。
从表2中对比结果可以看出,关于翘曲正应力

本文计算结果和 ANSYS模拟结果总体相近,最大

差距在梁体跨中截面关键点3处,最大相对误差为

16.01%,最小相对误差发生在跨中截面2点处,为

图5 截面划分

图6 翘曲正应力分布

表2 翘曲正应力对比结果

截面位置/m l/4 l/2
关键点 1 2 3 1 2 3

解析解/kPa 0.229 -0.1940.106166.038-140.30876.635

ANSYS解/kPa0.204 -0.1760.121 148.67-129.34588.968
相对误差/% 10.92 9.28 14.15 11.68 7.81 16.01

 注:相对误差=(解析解-ANSYS解)/解析解×100%。
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7.81%,其余各关键点处相对误差基本均在10%附

近。且从图6可以看出,跨中翘曲正应力最大点发

生在悬臂段自由端端点处,顶板和底板中点处的翘

曲正应力为0,这符合翘曲正应力的分布规律,进一

步验证了本文关于翘曲正应力计算公式的正确性。
图7为简支箱梁跨中截面处总剪应力和二次剪

应力计算图,箭头表示剪流的方向,本文规定,当剪

流沿着闭合箱梁逆时针旋转时剪力为正,由于截面

和荷载的对称性,图7只标注了左半部分计算数值。
从图7可以看出,顶板中点处的二次剪应力为

-84.12kPa,底板中点处的剪应力为-17.41kPa,
顶板和底板中点处的最大剪应力均为正值,表明该

点处的自由扭转剪应力为正值,和二次剪应力叠加

后才会出现正值情况。对于腹板,二次剪应力最大

值为66.39kPa,总剪应力最大值为128.45kPa,其
数值约为二次剪应力的2倍,悬臂板二次剪应力最

大值为71.13kPa,总剪应力和二次剪应力数值一

样,说明对于悬臂板,受到约束扭转荷载的影响,悬
臂板始终不会出现自由扭转剪应力,这种现象符合

实际情况,进一步验证了本文计算方式的准确性。
表3为按本文公式求得的计算值(解析解)与

ANSYS值的总剪应力对比分析,特征点位置如图3
所示。

图7 剪应力分布

表3 总剪应力对比结果

特征点 c'右 f'右 g'
解析解/kPa 109.094 96.657 37.345
ANSYS解/kPa 98.455 92.982 38.301
相对误差/% 9.75 3.81 2.56

 注:相对误差=(解析解-ANSYS解)/解析解×100%。

  从表3可以看出,对于总剪应力计算结果,

ANSYS模拟结果和本文计算结果吻合较好,相对误

差均保持在10%以内。

3.2 参数分析

为了研究悬臂板宽度对广义扇性静矩、二次剪

应力及剪应力系数的影响。使得悬臂板宽度从0增

加到2.82m,每次增加0.188m,换算成悬臂板宽

度与底板宽度的比c/a进行比较,既将c/a从0增

加到0.6,每次增加0.04,其余尺寸皆保持不变。计

算结果如图8所示,通过分析广义扇性静矩、二次剪

应力及剪应力系数变化规律来说明c/a对其影响效

果,从而为箱梁设计提供参考依据。
对于广义扇性静矩,从图8(a)可以看出,其顶

板中点和底板中点受c/a的影响较大,随着c/a的

增加,顶板中点的计算结果随着增加,且随着c/a的

增大,上升趋势越明显;底板中点的计算结果大体

呈下降趋势变化,切随着c/a的增大,下降趋势越明

显;顶板端点、底板端点及腹板e'点计算结果基本不

受c/a的影响。
对于二次剪应力,从图8(b)可以看出,顶板中

点、底板中点和腹板e'点受c/a的影响较大;顶板中

点计算结果随着c/a的增大逐渐减小;底板中点和

腹板e'点计算结果绝对值随c/a的增大先增后减,
当c/a取值为0.25时,其计算值均达到极点。

对于剪应力系数,随着c/a的变化,底板端点计

算结果基本保持在1.6附近变化;腹板e'点随c/a
的增大先增后减,当c/a取值为0.3时,其计算结果

取得最大值,最大值为2.4,此时腹板能充分发挥其

承受剪力的作用;底板中点随着c/a的增大先减后

增,当c/a超过0.25时,变化趋势更加明显;顶板中

点随c/a的增大一直呈下降趋势变化。
为了研究箱室高度比对广义扇性静矩、二次剪

应力 和 剪 应 力 系 数 的 影 响。使 得 箱 室 高 度 从

1.41m增加到2.35m,每次增加0.049m,换算成

箱室高度与底板宽度的比h/a进行比较,既h/a从

0.3增加到0.5,每次增加0.02,其余尺寸保持不

变。计算结果如图9所示。
对于广义扇性静矩,从图9(a)可以看出,随着

h/a的增加,顶板中点计算结果随着增大;顶板端

点、底板端点、顶板中点和腹板e'点基本不随h/a的

变化而变化。
对于二次剪应力,从图9(b)可以看出,随着h/a

的增加,顶板端点、顶板中点、底板端点、底板中点

和腹板e'点计算结果绝对值均随h/a 的增加而
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图8 各计算结果随悬臂板宽度比变化曲线

减小。
对于剪应力系数,从图9(c)可以看出,随着h/a

的增加,顶板端点、底板端点及腹板e'点计算结果均

呈下降趋势变化;底板中点、顶板中点随h/a的增

加呈上升趋势变化。

4 结论
(1)以顶板和悬臂板不同厚度的单箱室截面为

研究对象,利用初参数方程,推导出扭转中心、广义

主扇性坐标及主扇性静矩等扭转几何特性的理论

图9 各计算结果随箱室高宽比变化曲线

计算公式。通过 ANSYS有限元软件模拟,得出有

限元软件模拟结果与本文计算结果相近,验证了本

文计算方式的准确性。
(2)对于广义扇性静矩,顶板中点和底板中点

计算结果受c/a的影响较大且顶板中点计算结果同

时受h/a的影响比较明显。
(3)对于二次剪应力,各特征点均受c/a和h/a

变化的影响,当c/a取值为0.25时,底板中点和腹

板e'点计算结果均达到极值;随着h/a的增加,各特

征点计算结果的绝对值均呈减少趋势变化。

433

  科技和产业                                     第24卷 第17期 



(4)对于剪应力系数,当c/a取值为0.3时,腹
板e'点计算结果取得最大值,最大值为2.4,此时腹

板能充分发挥其承受剪力的作用。
(5)随着c/a和h/a的增大,顶板、底板中点处

的广义扇性静矩呈现出完全不同的变化规律。
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RestrainedTorsionalStressofSimplySupportedThin-walled
SingleCellBoxGirderunderConcentratedTorqueLoad

ZHANGLiqiang1,ZHOUPengjie2,SONGKechang1,FANGGuangwen1,LIYunbin1
(1.SchoolofEnvironmentandUrbanConstruction,LanZhouCityUniversity,Lanzhou730070,China;

2.StateGridShaanxiElectricPowerCompanyLimitedResearchInstitute,Xi􀆳an710065,China)

Abstract:Inordertostudytheinfluenceofcross-sectionalparametersofsimplysupportedthin-walledsingle-chamberboxgirderontorsional
stress,takingasingle-chamberboxgirderasanexample,practicalformulasforcalculatingtorsionalgeometricpropertiessuchastorsional
center,generalizedmainfancoordinatesandmainfanstaticmomentarederived.Thebucklingnormalstressandshearstressofasimple
supportedboxgirderarecalculatedbyusingtheanalyticalmethodandANSYSsolidelement.Theeffectsofthewidthofcantileverplateandthe
heightofchamberonthegeneralstaticmomentoffan,secondaryshearstressandshearstresscoefficientarealsostudied.Theresultsshowthat
thewarpingstresscalculatedbythemethodinthispaperisingoodagreementwiththeANSYSsimulationresults.Whentheratioofthewidth
ofthecantileverplatetothewidthofthebottomplateis0.3,theroleofthewebbearingshearforcecanbefullyexerted.Withtheincreaseof
theratioofthewidthofthecantileverplatetothewidthoftheroofandtheratiooftheheighttowidthofthechamber,thegeneralizedfanning
staticmomentatthemidpointoftheroofandbottomplateshowscompletelydifferentchangelaws.

Keywords:thin-walledboxgirder;torsionalstress;generalizedsectorstaticmoment;secondaryshearstress
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