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有限梁段法在变截面连续箱梁桥剪力
滞效应分析中的应用
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摘要:为了分析变截面连续箱梁桥的剪力滞效应,选取具有2个节点、4个自由度的箱梁单元,引入剪力滞控制微分方

程的初参数解,推导出箱梁梁段单元的刚度矩阵和等效节点荷载。利用FORTRAN语言编写相应计算程序,应用所编

程序对某简支箱梁进行验算,并分析了某三跨变截面连续箱梁桥在主跨作用车道荷载时的剪力滞效应。结果表明:剪
力滞效应对中跨1/2处影响最大,对左边跨、右边跨几乎没有影响;中跨1/2处总挠度是初等梁挠度的1.08倍。
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  目前研究箱梁剪力滞效应的方法和文献已有很

多,其中最重要的方法是能量变分法[1-4],利用能量变

分法建立的剪力滞控制微分方程,可直接对简支箱梁

等简单结构的剪力滞效应进行分析。
在能量变分法中,选取合适的剪滞翘曲位移函数

是极其重要的环节,诸多学者以此为基础成功地解决

了一系列箱梁剪力滞后问题。其中Reissner[5]假设剪

滞翘曲位移函数的形式为二次抛物线,首先利用能量

变分法分析了双轴对称薄壁箱梁的剪力滞后现象。
张元海和林丽霞[6]从剪力滞受力特点出发,推导出了

合理翘曲位移函数的具体表达形式。肖军等[7]通过

对剪力滞控制微分方程通解特点的分析,构造剪力滞

解析方程。近年来,对剪滞翘曲位移函数研究的文献

已有很多,但尚未得到统一[8-11]。为了使轴向平衡条

件得到满足,倪元增和钱寅泉[12]提出了对剪滞翘曲

位移函数进行修正的方法。蔺鹏臻和周世军[13]从剪

力流的分布规律出发,在箱梁各板件的翘曲位移函数

中引入修正系数,并考虑了翘曲正应力在箱梁横截面

上不合成轴力和弯矩。关于剪力滞翘曲位移函数的

修正方式的问题,各个学者的观点也各有差异[14-16]。
能量变分法只适用于对简单结构的研究,不能用于分

析变截面连续箱梁桥的剪力滞效应,因此可以借助于

计算机建立有限元模型,但是建立变截面连续箱梁有

限元模型很耗时,并且对计算机的要求很高,在分析

时由于受到诸多因素的影响,以至于最终的结果差强

人意。
为了研究剪力滞效应对变截面连续箱梁桥的影

响,有学者提出分析变截面连续箱梁桥的有限梁段

法[17-20]。本文将剪力滞变形状态独立于初等梁变形

状态进行分析,选取剪力滞效应引起的附加挠度作为

广义位移,应用能量变分法建立剪力滞控制微分方程

并求解得到初参数解。选取具有2个节点、4个自由

度的箱梁单元进行分析,为了简便,需要借助FOR-
TRAN语言进行编程来分析三跨变截面连续箱梁桥

的剪力滞效应。本文应用有限梁段法来分析变截面

连续箱梁桥的剪力滞效应,为复杂桥梁结构中变厚度

翼缘板箱梁剪力滞效应的分析提供了理论参考。

1 剪力滞控制微分方程及初参数解
图1为竖向分布荷载p(z)作用下的受力简图。

横截面上任一位置的纵向翘曲位移uw(x,y,z)为
uw(x,y,z)=-w(x,y)f'(z) (1)

式中:f(z)为附加挠度;-f'(z)为附加挠曲转角;
w(x,y)为广义翘曲位移函数,即

w(x,y)=y-ηwξ(x,y) (2)
式中:η为修正系数;wξ(x,y)为翘曲位移函数。

选取如下形式的翘曲位移函数:

991



图1 箱梁截面简
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(3)
式中:d为箱梁横截面上的正应力满足的轴向平衡

条件。

d=2ys

3A At+Ac
b3
b1  2-Ab

b2
b1  2 yx

ys  2  
(4)

式中:A为总截面积;At、Ac、Ab 分别为顶、底、悬臂

板截面积。
横截面上任一位置的广义力矩Mw定义为

Mw =∫A
σwωdA=-∫A

Ew2f″dA=-EIwf″

(5)

式中:Iw =∫A
w2dA;Iw 为广义翘曲惯性矩。

剪力滞翘曲应力σw 的表达式为

σw =Mw

Iw
w (6)

箱梁截面任一点处的剪力滞系数λ可表达为

λ=σ0 =σ0+σw

σ0 =1+wMwIx

yMxIw
(7)

式中:Ix =∫A
y2dA。

箱梁总势能的一阶变分为

δπ=∫
l

0
(EIxw″″-p)δwdz+EIxw″δw'|l

0+

∫
l

0
(EIwf″″-η2GAζf″-p)δfdz-EIxw‴δw|l

0+

EIwf″δf'|l
0+(η2GAζf'-EIwf‴)δf|l

0 (8)

式中:Aζ 为剪力滞翘曲面积。
令δπ=0,则剪力滞的控制微分方程可以改

写为

f″″-k2f″= p
EIw

(9)

式中:k为Reissner参数,即

k=η
GAζ

EIw
(10)

式中:G为剪切模量。
式(9)的通解为

f=C1+C2z+C3shkz+C4chkz (11)
将各积分常数C1、C2、C3、C4用4个初参数f0、

f'0、Mω0、Qω0表示后得到

f=f0+f'0shkzk + Mw0

k2EIw
(1-chkz)+

Qw0

k3EIw
(kz-shkz) (12)

f'=f'0chkz- Mw0

EIwkshkz+ Qw0

EIwk2
(1-chkz)

(13)

Mw =-f'0kEIshkz+Mw0chkz+Qw0
shkz
k

(14)

Qw =Qw0 (15)

2 单元刚度矩阵及等效节点荷载
采用有2个节点、4个自由度的箱梁单元来分

析剪力滞效应,图2为单元节点位移,则单元位移列

向量δ为

δ=[fi,θi,fj,θj]T (16)
式中:fi、fj 分别为i、j的附加挠度;θi、θj 分别为i、

j节点的附加挠曲转角。
单元节点力列向量的表达式为

F=[Qωi,Mωi,Qωj,Mωj]T (17)
式中:Qωi、Qωj 分别为i、j节点的广义剪力;Mωi、Mωj

分别为i、j节点的广义力矩。
选取基于附加挠度的方法来分析剪力滞效应,

将式(12)作为单元位移列向量的一个自由度,对
式(12)求导并反号可得到附加转角θ(z)为

图2 单元节点位移
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θ(z)=-f'0chkz+ Mω0

EIωkshkz- Qω0

EIωk2
(1-chkz)

(18)
在有限元学习当中已知:F=Kδ。即
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(19)

式中:kij为刚度系数,表示第j个杆端位移为1时所

引起的第i个杆端力的值。
当箱梁单元的两端固定,此时fi=1,θi=θj=

fj=0,可求得单元刚度矩阵的第一列元素为

k11= k3EIωshkl
klshkl-2chkl+2

k21=- k2EIω(chkl-1)
klshkl-2chkl+2

􀮠

􀮢

􀮡

􀪁􀪁
􀪁􀪁

k31= k3EIωshkl
klshkl-2chkl+2

k41= k2EIω(chkl-1)
klshkl-2chkl+2

􀮠

􀮢

􀮡

􀪁􀪁
􀪁􀪁 (20)

同理,可求得箱梁单元刚度矩阵的其他列元素。
根据式(11)求导并反号,将C1~C4 用各节点

位移表示代入式(11)中得

f(z)=Nfδ=[N1,N2,N3,N4] (21)
式中:Nf 为形函数,即

Nf =[N1(z),N2(z),N3(z),N4(z)] (22)
当均布荷载q作用在单元上时的等效节点力为

pfq =q∫
l

0
NT

fdz=q∫
l

0

N1(z)
N2(z)
N3(z)
N4(z)
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􀪁
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􀭤
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􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁

dz (23)

根据以上公式推导可知均布荷载作用下的等

效节点力pfq 为

pfq = q
2  [l,-ξ,l,ξ]T (24)

式中:ξ= 1
k2D

[k2l2(1+chkl)+4(chkl-klshkl-

1)]。

3 数值分析
FORTRAN语言程序由输入文件lagin以及输

出文件LAGOUT组成,输入文件以及输出文件可

由电脑的记事本编辑和打开。该程序操作起来也

非常方便,只需在输入文件中输入相应的参数,比
如弹性模量、约束情况、截面特性等,输入完成之后

保存到记事本,然后进行程序分析,最后打开输出

文件则可查看数据和结果。
为了验证该程序的正确性,选取计算跨度为

40m的箱梁,采用C40混凝土,跨中作用一集中荷

载P=500kN。分别用本文编译的程序以及AN-
SYS软件分析该算例,若两种方法计算的结果接

近,则说明该程序正确。
选取跨中横截面上五个关键点来进行分析,关

键点所在位置以及算例箱梁截面尺寸如图3所示。
首先利用本文编译的程序计算该算例,该箱梁

跨度为40m,将该算例划分为20个单元,21个节

点。将该算例的截面尺寸按照一定的规则输入到

计算截面几何特性的输入文件tapin中,然后对该

程序进行运算,最后可由输出文件tapout查看该箱

梁的截面几何特性。将输出文件所得到的Reissner
参数k以及广义翘曲惯性矩Iw输入到输入文件la-
gin中,然后进行程序运算,最后可得各截面的附加

挠度以及广义力矩,从而得到跨中截面各关键点的

应力。
利用ANSYS软件对该箱梁模型进行有限元数

值分析,模型采用shell63单元,共划分32153个节

点、32000个单元。为了减小应力集中影响,故将

荷载施加在两腹板节点处,计算得到各关键点的跨

中截面应力,并与程序得到的应力作对比如表1
所示。

由表1可以看出,该程序计算出来的结果和

ANSYS模型分析得到的结果相差不大,从而说明

了该程序的正确性。

图3 箱梁模型

表1 总应力对比

计算截面 关键点 程序结果 ANSYS结果
差值比

(δ1)/%

跨中截面

1 -947.25 -873.41 7.79
2 -1205.37 -1013.84 15.89
3 -936.26 -862.20 7.91
4 1117.09 1130.00 1.16
5 1501.22 1399.30 6.79
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  在实际工程中,箱型截面一般为变截面,其顶

板、底板、翼缘板的厚度均呈线性变化。本文对变

截面连续箱梁桥各板厚变化的处理是将其划分为

有限个独立的单元体。选取三跨变截面连续箱梁

永思桥[(40+65+40)m]为工程实例,主桥总共划

分了84个单元、85个节点。由于该算例为对称结

构,所以总共划分了23种单元类型、24种截面类

型。在中跨布置均布荷载、中跨1/2处布置集中荷

载,由规范可知,其产生的集中荷载为Pk=2×
360×0.75×1=540kN,均布荷载为qk=2×10.5×
0.75×1=15.75kN/m,如图4所示。

利用FORTRAN语言程序计算出附加挠度,并
应用有限元小程序FRAME2计算出初等梁挠度,
总的挠度也就是初等梁挠度与附加挠度之和,即为

实际挠度,并绘出沿纵向分布的初等梁挠度和总挠

度的对比图。
图5为挠度对比图,即为总挠度与初等梁挠度

沿纵向方向的对比,由图可知剪力滞效应对中跨

1/2处影响最大,对左边跨、右边跨几乎没有影响。
中跨1/2处总挠度是初等梁挠度的1.08倍。

由公式计算得到各关键点处的翘曲正应力,以
及由已知的材料力学的公式计算得到弯曲正应力,
并计算出各关键点的剪力滞系数,如表2所示。

在箱梁控制截面的上顶板以及底板选一些关

键点,并计算出这些关键点处的总应力,总应力即

为弯曲正应力与翘曲正应力之和,并绘出沿横向方

向的总应力图(图6~图9)。

图4 布载

图5 挠度对比

图6为中跨1/2处在上顶板的总应力,可知总应力的

最小值位置在关键点1处,值为1613.625kPa;最大

值位置在关键点2处,达到了1803.168kPa,是最小

值的1.12倍。图7为中跨1/2处在底板的总应力,
呈下降趋势,总应力的最大值位置在关键点5处,达

表2 关键点处的应力及剪力滞系数

截面位置 关键点
弯曲正应力

(σ)/kPa
翘曲正应力

(σw)/kPa
λ

中跨1/2

1 -1699.660 86.038 0.949

2 -1699.660 -139.284 1.082

3 -1699.660 66.444 0.961

4 3061.254 -340.729 0.889

5 3061.254 390.202 1.127

墩支点

1 701.184 -6.184 0.991

2 701.184 65.415 1.093

3 701.184 -70.386 0.900

4 -740.310 16.106 0.978

5 -740.310 -23.512 1.032

图6 中跨1/2处上顶板总应力

图7 中跨1/2处底板总应力
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图8 墩支点处上顶板总应力

图9 墩支点处底板总应力

到3584.1kPa。图8为墩支点处在上顶板的总应

力,由此可知总应力的最小值位置在关键点3处,值
为626.802kPa;最大值位置在关键点2处,达到

780.207kPa,是最小值的1.24倍。图9为墩支点

处在底板的总应力,呈下降趋势,总应力的最大值

位置在关键点5处,达到827.267kPa。

4 结论
(1)在能量变分法的基础上,提出有限梁段法

来分析变截面连续箱梁桥的剪力滞效应是非常方

便的,并且精度很高。
(2)本文选取具有2个节点、4个自由度的箱梁

单元进行分析,利用FORTRAN语言程序分析变截

面连续箱梁桥的剪力滞效应,由算例分析可知,程
序结果与ANSYS结果基本吻合,证明了程序的正

确性。
(3)在中跨作用均布荷载、中跨1/2处作用集

中荷载时,剪力滞效应对中跨1/2处影响最大,对左

边跨、右边跨几乎没有影响;中跨1/2处总挠度是初

等梁挠度的1.08倍。
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ApplicationofFiniteBeamSegmentMethodinShearLagEffectAnalysisof
VariableCross-sectionContinuousBoxGirderBridges

DUANYan’e1,CHENChao1,WANGFangxu2
(1.GansuVocationalCollegeofArchitecture,Lanzhou730050,China;

2.SchoolofCivilEngineering,LanzhouJiaotongUniversity,Lanzhou730070,China)

Abstract:Inordertoanalyzetheshearlageffectofavariablecross-sectioncontinuousboxgirderbridge,aboxgirderelementwith2nodesand
4degreesoffreedomwasselected.Theinitialparametersolutionoftheshearlagcontroldifferentialequationwasintroduced,andthestiffness
matrixandequivalentnodeloadoftheboxgirdersegmentelementwerederived.UsingFORTRANlanguagetowritecorrespondingcalculation
programs,theprogramwasappliedtoverifyasimplysupportedboxgirder,andtheshearlageffectofathreespanvariablecross-section
continuousboxgirderbridgeunderlaneloadonthemainspanwasanalyzed.Theresultsshowthattheshearlageffecthasthegreatestimpact
onthemidspanat1/2,andhasalmostnoeffectontheleftandrightspans;Thetotaldeflectionat1/2ofthemidspanis1.08timesthatofthe
elementarybeamdeflection.
Keywords:thin-walledboxgirder;variablecross-sectioncontinuousbeam;energyvariationalmethod;shearlageffect;finitebeamsegment
method.
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